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1. ´Enonce´ du the´ore`me
L’objectif de ce travail est d’e´tendre au cas ge´ne´ral des e´quations de type prin-
cipal ve´rifiant la condition (P), le re´sultat de [6] sur l’e´quation de Cauchy-Riemann
de´ge´ne´re´e.
On va donc e´noncer un re´sultat de propagation des singularite´s Gevrey sous la
condition (P). On s’inte´resse spe´cifiquement a` la propagation des singularite´s le long
des bicaracte´ristiques unidimensionnelles, qui repre´sente le cas le plus difficile et celui
en particulier ou` les partitions de Beals-Feffermann [1] sont requises.
Il y a donc des microlocalisations suivant les trois types de proprie´te´s satisaites
par la partie imaginaire du symbole. Chacune de ces zones requiert une analyse et des
conditions sur les classes de Gevrey diffe´rentes. Ceci va faire que l’on n’a pas, con-
trairement a` [6] des conditions optimales sur les indices de Gevrey.
On pre´sente notre re´sultat sous une forme ou` on a de´ja` re´duit le symbole, a` l’aide
du the´ore`me de pre´paration de Malgrange a` = τ + ( ( ξ) + ( ξ)) ou` est
homoge`ne de degre´ 1 et ve´rifie la condition (P) tandis que est un terme d’ordre
infe´rieur.





un ope´rateur pseudo-diffe´rentiel ou` = ( ( )) , ( ) ∈ R2 +1 est le quantifie´ de
Weyl avec grand parame`tre du symbole ( ) = 0( ) + ( ), voir
(2.1). 0( ) est donc le symbole principal de , ( ) est un terme d’ordre 0.
On suppose que ( ) est de degre´ 1 en , que son symbole principal 0( )
est re´el et ve´rifie la condition (P) a` savoir que pour tout ∈ R2 , la fonction
→ 0( ) ne change pas de signe.
On suppose que ( ) est de re´gularite´ ′ .
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Soit ( ) une famille borne´e de distribution de S ′(R ), et ≥ 1, on note
son front d’onde oscillant Gevrey- par ( ) voir [6] (i.e. l’analogue avec grand
parame`tre du front d’onde Gevrey- ). On suppose que ′ ≥ 2 et ≥ ′ + 2.
On conside`re une bicaracte´ristique uni-dimensionnelle de : ∈ [− ] → γ( )
sur laquelle 0 s’annule a` l’ordre 3 et ou` s’annule a` l’ordre 1 voir [4] page 150.
The´ore`me 1. On suppose que les conditions pre´ce´dentes sont satisfaites et que
γ(∂ ) ∩ ( ) = ∅ et que γ( ) ∩ ( ) = ∅, alors γ( ) ∩ ( ) = ∅.
Ce the´ore`me est donc l’exacte extension au cas ge´ne´ral de la condition (P) de
notre re´sultat [6] sur l’e´quation de Cauchy-Riemann de´ge´ne´re´e. On paye le prix de
cette extension par des conditions sur et ′ tre`s de´sagre´ables. Dans l’ide´al on devrait
seulement avoir comme dans [6] = ′ ≥ 2.
2. Les partitions de Beals-Fefferman
Dans ce travail on va utiliser la quantification de Weyl avec un grand parame`tre
≥ 1, si ∈ S(R × R ) on note










Si θ > 0, on note θ ( ) = (θ−1/2 ) et θ( ) = (θ−1/2 )




Soit = | |2 et → un champ de me´triques riemaniennes, on note ( )
la classe des fonctions qui satisfont aux estimations
(2.3) ∀ ∈ N ∃ > 0 tels que
| ( )( 1 . . . )| ≤ ( ) ( 1)1/2 · · · ( )1/2
pour un poids σ-tempe´re´ pour la me´trique . Soit ′ > 1 on note ′ ( )
l’espace des fonctions de ( ) pour lesquelles
(2.4) ∃ > 0 tels que ∀ ∈ N
| ( )( 1 . . . )| ≤ !
′ ( ) ( 1)1/2 · · · ( )1/2
Enfin on note ′ ( ) = ∪ >0 ′( ).
Dans la suite de ce travail on supposera que = + satisfait la condition (P),
que 0 ∈ ′ (R2 ) et que ( ) ∈ ′ (1 ).
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On note ( ) = 0( ) + ( ) le symbole de , on introduit la fonction
(2.5) λ( ) = max
(
ρ0 sup | 0( )| sup |∇ 0( )|2
)
pour un nombre 0 ≤ ρ0 < 1.
Lemme 1. Si = ( /λ( ))| |2, est σ tempe´re´e, et 0( ) ∈
( −1λ( ) ) avec des constantes uniformes en ρ0.
Preuve. Voir [4] page 151.
La me´trique est a` variation lente et conforme a` donc σ tempe´re´e. On
pourra utiliser le calcul de Weyl d’Ho¨rmander pour ces classes d’ope´rateurs pseudo-
diffe´rentiels.
En particulier il existe une famille de points ν ∈ tels que les ( ν 1/4) ( ν
boules centre´es en ν de rayon 1/4) recouvrent R2 et ne se rencontrent qu’en un
nombre borne´ a` la fois. Les (ϕ2ν)ν∈ , ϕν ∈ (1 ν ), suppϕν ⋐ ν(1/4) forment une
partition de l’unite´.
Si en 0 λ( 0) = ρ0 on dit que 0 est un point de type I). Si λ( 0) =
sup 0( 0) on dit que 0 est de type II)+; si λ( 0) = sup − 0( 0) 0 est
de type II)−; enfin si λ( 0) = sup |∇ 0( 0)|2, 0 est un point de type III). Suiv-
ant [4] on a
Lemme 2. (i) Si 0 est de type I) dans ( 0 1/4)




λ( 0) = ρ0
(ii) Si 0 est de type II)+ resp II)− dans ( 0 1/4) 0( ) ≥ 0 resp 0( ) ≤ 0.
(iii) Si 0 est de type III), il existe dans ( 0 1/4) des fonctions ( ) ≥ 0, ( )
telles que 0( ) = ( ) ( ) et








De plus | ′( 0)| = (λ( 0) −1)1/2.
3. Conjugaison microlocale par des ope´rateurs a` poids
Il est ne´cessaire de revenir sur la Section 3 de [6], car nos fonctions de poids
seront maintenant irre´gulie`res et ne vivront que dans des boules ν(1) = ( ν 1).
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On va voir qu’on peut adapter tre`s simplement ici le the´ore`me de 4 de [6].
On conside`re une fonction de phase ( ) ∈ ′(1 ) et un symbole ( ) ∈
′( ) supporte´ par ν(1). On dit que F est un -OIF Gevrey- ′ de phase et
de symbole s’il s’e´crit :
(3.1)















avec µ = µ0
−1+1/ ou` µ0 est un petit parame`tre. Si on inte`gre la phase au symbole
, F n’est rien d’autre qu’un -OPD de symbole de Weyl
(3.2) ˜( ξ) = ( ξ) −µ0 1/ ( ξ)
On e´crit un point ∈ ( ν 1) sous la forme = ν + (λν/ )1/2 ˜ , ˜ ∈ (0 1).
Changer en ˜ revient a` faire une transformation canonique affine et a` changer la
-quantification en la λ-quantification, utilisant (2.2) avec θ−1 = λ −1. Donc





















. ˜θ( ξ) ∈ ′ ( ), ˜θ( ξ) ∈ ′ (1 ). Donc θF −1θ est
un λ-OIF Gevrey- ′ de symbole ˜θ( ξ) et de phase ˜θ( ξ). µ′0 doit rester petit ce
qui impose λ ≥ ′/ ie ρ0 ≥ ′/ .
On construit une parame´trixe de F sous la forme
(3.5)















On utilise le The´ore`me 4 de [6] et on a
The´ore`me 2. Soit ∈ ′ (1 ), ( ) ∈ ′ (1 ), supp ⊂ ( 0 1), ≡ 1
dans ( 0 1/2), il existe ∈ ′(1 ) telle que
FG = ω + ω ∈ ′ (1 ) suppω ⊂ ( 0 1)
∈ O(exp(− λ1/ ′ )) dans S(R2 )(3.6)
GF = ω1 + 1 ω ∈
′ (1 ) suppω1 ⊂ ( 0 1)
1 ∈ O
(
exp(− λ1/ ′)) dans S(R2 )(3.7)
Si ∈ ′(λ ) et µ′ = µ′0λ−1+1/
′
(3.8) G F = ( + µ{ } + ′(λµ′2 + 1 )) + + ρ,
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∈ ′ (1 ) est supporte´e hors de {ω ≡ 1}, ρ ∈ O(exp(− λ1/ ′ )) dans S(R2 )).
Preuve. On utilise simplement les changements d’e´chelle de´crits plus haut et le
the´ore`me 4 de [6].
4. L’e´tude pour des points de type I)
On suppose que ν est un point de de type I) et que ν = ( ν 1/4) et ϕν ∈
′ (1 ) sont de´finis dans la Section 2. On de´signe par ψν ∈ ′(1 ) des fonctions
supporte´es dans ν(1/4) et ≡ 1 sur le support de ϕν ; on pose ν = ν = ( ψν) .
Soit = {( ) | | < ∈ ω}. Comme ν ∈ (λ ) et ve´rifie la condition (P),
on a une ine´galite´
(4.1) | | ≤ 16 |( + ν) | pour ∈ ∞0 ( )
En effet, ν = ( ˜ν) avec ˜ν( ) = ν( −1/2 ) ∈ (λ λ−1| |2), on utilise alors la
Proposition 26.10.3, page 152 de [4].
On prend dans cette zone la fonction de poids ( ) = ε − δ| |2, de sorte que
(0) > 0 et que < 0 pre`s de ∂ω. On note Fν , Gν , et 1 ν = ( + 1 ν) =
Gν( + ν)Fν , ou` Fν et Gν sont donne´s par le The´ore`me 2.
Utilisant (3.8) on voit que 1 ν = ν + µ{ ν } + ′ (1 ) si ′ ≥ 2. Comme
∈ (1 ), µ{ ν } ∈ (λµ( /λ)1/2 ). Or λµ( /λ)1/2 = λ1/2 1/ −1/2, ici λ =
ρ0
, soit ρ0 − 1 + 2/ ≤ 0 ce qui avec ρ0 ≥ ′/ entraıˆne ≥ ′ + 2. Donc avec cette
condition 1 ν = ν +
′ (1 ), donc si est petit
(4.2) | | ≤ 32 |( + 1 ν) | pour ∈ ∞0 ( )
On applique l’ine´galite´ (4.2) a` = ϕνGνχ0 avec ou` χ0 ∈ ∞0 ( ) (les fonctions sont
quantifie´es avec la -Weyl quantification sauf indication contraire).
( + 1 ν) = Gν( + ν + ν)Fν ou` νFν ∈ O(exp(− λ1/ ′ )) dans S(R ).
If faut donc e´tudier
(4.3) 1 νϕνGνχ0 = ϕν 1 νGνχ0 + [ 1 ν ϕν]Gνχ0 + ϕνGνχ0 +
ϕνGν[ χ0] + ϕνGν( − ν)χ0
Le troisie`me terme du second membre de (4.3) est un O(exp(− −1/ )) dans S(R 2)
car ( )∩ = ∅. C’est aussi le cas du dernier terme car ψν vaut 1 sur le support
de ϕν .
(4.4) |[ 1 ν ϕν]Gνχ0 |2 ≤ |Gνχ0 |2
car −1{ ν ϕν} ∈ ′(1 ); ce qui est sans danger car il y a devant qui est petit.
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C’est le quatrie`me terme qu’il faut e´tudier,
(4.5) ϕνGν[ χ0]
est un O(exp(− µ0 1/ )) dans S(R ) car sur le support de χ0 soit on est pre`s de
∂ω et alors ( ) < 0, soit on est pre´s de ± et alors on est encore a` de´croissance
exp(− −1/ ) car on a choisit ω assez petit pour que {(± ); ∈ ω} ∩ ( ) = ∅.
Par ailleurs on peut supposer que ϕνGν ≡ ϕνG0 car tous les Gν sont associe´s dans
cette zone a` la meˆme fonction de poids.
Comme
(4.6) 1| |2 ≤
∑
ν∈








|G0χ0 |2 + exp(− µ0 1/ )
Et donc
(4.8) |G0χ0 |2 ≤
∑
ν /∈




|ζν |2 + exp(− µ0 1/ )





sera l’objet des sections suivantes.
5. L’e´tude des points de type II)
Soit ν un point de type II)+, ϕν , ψν , ν sont de´finis comme dans la section
pre´ce´dente; cette fois ν ≥ 0.
L’ine´galite´ d’e´nergie peut dans ce cas eˆtre ame´liore´e. Et on a
(5.1) | |2 + ( ν ) ≤ | ν |2 pour ∈ ∞0
(]− [×R )
On peut en effet supposer que ν = ν ≥ 0 en changeant les termes d’ordre infe´rieur.
L’estimation ponde´re´e est l’estimation 2 pour 1 ν = Gν νFν , ou` on a pris
comme fonction de poids des fonctions ν( ) ∈ ′0 ( ν(1/2)).
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On construit des fonctions φν et ˜φν dans
′
0 ( ν(1/3)) telles que supp ˜φν ⊂
{φν ≡ 1}, ˜φν ≡ 1 sur ν(1/4)) et ν > ε/3 sur suppφν , ν < 2ε/3 sur supp ˜φν ,
et ν > 1 + ε/3 sur supp φν .
Pour obtenir a` partir de (5.1) une estimation 2 pour 1 ν in faut absorber
µ2|{ ν ν} |2 dans le membre de gauche de (5.1). µ{ ν ν} ∈ (µ ).
Si ∈ ( θ) ≥ 0 avec θ = | |2/θ, alors | ′ | ≤ 1/2θ−1/2 1/2.
On applique cette remarque a` ν avec θ = λ/ et = λ; donc |( ν)′ | ≤
1/2 1/2
ν .
On en de´duit que
(5.2) µ|{ ν ν}| ≤ µ λ−1/2 1/2ν
Soit α = µ{ ν ν} ∈ (µ ); α∗α = α2 + ((µ )2λ−2 ). Donc
(5.3) |α |2 ≤ (µ )2λ−1(( ν ) + | |2)
On a donc besoin de la condition 2/ /λ ≤ 1, soit ρ0 ≥ 2/ qui est assure´e puisque
ρ0 ≥ ′/ et que ′ ≥ 2.
On a donc prouve´ que
(5.4) | | ≤ | 1 ν | si supp ⊂ ]− [×R
Ceci se traduit par
(5.5) |φνGν | ≤ | 1 νφνGν |
1 νφνGν = φνGν ν + [ 1 ν φν]Gν












































6. Le cas des points de type III)
On conside`re un point ν de type III) et une boule ν (1) dans laquelle se
factorise en ( ) = ν( ) ν( ) ν( ) ≥ 0 ν ∈ (1 ), ν ∈ (λ ) et
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| ′ν ( ν)| = (λ )1/2.
On fait une transformation canonique non homoge`ne et on se rame`ne au cas ou`
ν = (λ )1/2 ν( )ξ1 avec ν( ) ≥ 0, ν ∈ (1 ).
Soit θ = (λ )−1/2, on note λθ = (|ξ1|2 + θ2)1/2. On introduit comme dans [7],
une me´trique de deuxie`me microlocalisation θ = + | ξ1|2λ−2θ . La me´trique θ est σ
tempe´re´e si θ = λ−1θ (λ )−1/2 ≤ 1 ie θ ≥ ( λ)−1/2 qui est assure´ par le choix de θ.
Soit (ξ) ∈ ∞(R), (ξ) = 1 pour ξ > 1 supp ⊂ [1/2 ∞[.
(τξ) + (−τξ)− 1 = O(τ λτ (ξ)− ).
Lemme 3. Si ∈ 2(R) a son support dans {| 1| ≤ 1} alors
(6.1) τ |λτ ( )− | ≤ ( 1τ )1/2| |
On va dans l’estimation 2 proce´der comme dans [7] et utiliser les multiplicateurs
+ =
− (θ−1 1/ ) et − = (−θ−1 1/ ). On appliquera donc le Lemme 3
avec τ = θ et 1 = 01(λ/ )1/2 soit τ 1 = 01. Ou` 01 est le rayon de la ν boule dans
laquelle on travaille.
On a
(6.2) Im( ) = ((Im ) ) = Im([ ] ) + Im( )
le crochet [ ] fait apparaıˆtre des de´rive´es de qui sont estime´es a` l’aide du
Lemme 3. Plus pre´cise´ment ν = (λ )1/2 ν( )ξ1, or ξ1 ∈ (λθ θ), soit
ν ∈ (θ−1λθ θ). Donc











Le second terme du membre de droite de (6.3) a, applique´ a` des fonctions supporte´es
par {| 1| < 01θ−1} une norme dans 2 qui n’exce`de pas 01(λ/ )1/2. Pour tout
∈ ∞0
(]− [× ν( 01))
(6.4) ((Im ) + + ) = ( ν + + ) ≥ ( ν 2+ )− 01| |2
Puis
(6.5) Im([ +] + ) = | + |2 + Re([ ν +] + )
comme + ∈ (1 θ) et ν ∈ (θ−1λθ θ), [ ν +] ∈ ( θλ− +1θ θ−1 θ) et donc
pour ∈ ∞0 (]− [× ν( 01))
(6.6) |Re([ ν +] + )| ≤ |λ−θ |2 ≤ 01| |2
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Comme | + |2 + | − |2 ≥ | |2 − 01| |2, on a pour tout ∈ ∞0 (]− [× ν( 01))
(6.7) | |2 + ( ν( 2+ − 2−) ) ≤ | || | + 01| |2
ν( )( 2+ − 2−)(ξ) ≥ θ−1 ν( )λθ(ξ)(1 − λ−θ (ξ)), on applique l’ine´galite´





θ (λ )−1θ−1λθ ≤ 1; ce qui fait donc
(6.8) ( ν( 2+ − 2−) ) ≥ θ−1 | (( νλθ) )− | |2
On a donc
(6.9) Pour ∈ ∞0
(]− [× ν( 01)) | |2 + θ−1(( νλθ) ) ≤ | |2
Soit ν ∈ ′0 ( ν(1)), on introduit comme dans les sections pre´ce´dentes les
ope´rateurs Fν et Gν , puis 1 ν = Gν Fν = +µ∂ ν/∂ + 1 ν . 1 ν = ν+ µ{ ν ν}+
′ (1 ) si ′ ≥ 2.







Ceci fait que la diffe´rence entre 1 ν et ν se re´duit a` ν = µθ−1 ν ( ν)ξ1;
ν = ξ1µθ
−1∇ ν ˜∇ ν . Ou` ˜∇ ν est une de´rive´e de ν . ν ∈ (1 ), ξ1 ∈ (λθ θ),
∇ ν ∈ (( /λ)1/2 ), ˜∇ ν ∈ (( /λ)1/2 ). Donc 2ν = νξ1(∇ ν)2 avec ν ∈
(µ2 2λθ θ), tandis que ν ∈ (µθ−1( /λ)λθ θ). Or |∇ ν( )| ≤ ( /λ)1/2 1/2ν
car ν ≥ 0. On a 2ν ≤ 1θ−1 νλθ, avec 1 = µ2θ−1( /λ)3/2 = µ2 2/λ ≤ 1 si
ρ0 ≥ 2/ ce qui est ve´rifie´ car ρ0 ≥ ′/ avec ′ ≥ 2. On applique l’ine´galite´ de
Ga¨rding a` 2ν − 1 νθ−1λθ , comme θθ−1λθ ≤ 1, on trouve que
(6.11) | ν |2 ≤ (1)
(| |2 + θ−1(( νλθ) ))
Ceci signifie que l’estimation d’e´nergie (6.9) sera aussi satisfaite par 1 ν .
Pour re´soudre l’e´quation de Cauchy-Riemann de´ge´ne´re´e dans les espaces de
Gevrey on utilise le The´ore`me 1 de [6]. Il se trouve que les solutions peuvent n’exister
que dans des domaines plus petits que la boule ν(1), on raisonne alors comme dans
le Lemme 26.10.5, page 157 de [4] que l’on cite.
Lemme 4. On peut trouver un entier et pour tout ν ∈ , des fonctions
φν , ˜φν dans
′
0 ( ν (1/3)), ν ∈
′
0 ( ν (1/2)) telle que pour | | < avec T petit
(i) {φν }, { ˜φν } et les { ν } sont dans un borne´ de (1 ).
(ii) φν = 1 sur supp ˜φν ,
∑
˜φν = 1 dans ν(1/4),
(iii) ∂ ν/∂ + νθ−1∂ ν/∂ 1 = 0 sur suppφν ,
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(iv) Re ν > ε/3 sur suppφν , Re ν < 2ε/3 sur supp ˜φν , Re ν > 1 + ε/3 sur
supp φν .
On construit ensuite des ope´rateurs Fν , Gν et ν = Gν Fν .
(6.12) |φν Gν |2 ≤
(|[ ν φν ]Gν |2 + |φν Gν |2)
comme Re ν > 1 + ε/3 sur supp φν ‖|[ ν φν ]Gν ‖ ≤ exp(−(1 + ε/3) µ).
Comme ˜φν Fν φν Gν ≡ ˜φν car Fν Gν = ων et suppφν ⊂ {ων ≡ 1}. Il
re´sulte aussi de ( ) que ‖ ˜φν Fν ‖ ≤ exp(2ε/3 µ). On en de´duit que :















| |2 + |φν Gν |2
)























On choisit la fonction de la Section 4 (c’est a` dire aux points de type I)) assez pe-
tite par rapport a` ε de fac¸on a` controller ‖G0‖. Les ine´galite´s (4.8) et (5.8) et (6.14)
permettent de conclure que |χ0 | est a` de´croissance exponentielle.
On a utilise´ les conditions suivantes sur ρ0, ′ et : ρ0 ≥ ′/ , ρ0 ≤ 1 − 2/ ; ie
≥ ′ + 2 et ′ ≥ 2. Ce qui ache`ve la preuve.
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